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1 前言

瞬时单位线（IUH）是指流域上分布均匀，历时趋于 0，强度

趋于无穷大，总量为一个单位的地面净雨在流域出口断面形成

的地面径流过程线 [1]。

瞬时单位线是 J.E. Nash[2]于 1957 年提出来的。J.E. Nash 设

想流域净雨的汇流作用可由串联的 n 个相同的线性水库的调蓄

作用来代替，各个线性水库的蓄泄系数均为 K。流域出口断面的

地面径流过程是流域净雨经过这些水库调蓄后的出流， 受线性

水库的特征 n、K 的控制，因 此，精确模拟地面径流过程的关 键

是正确估算参数 n 和 K 的值。

估算 n、K 值的方法主要的有矩法 [2]，累 计 量 法 [3]，最 大 似 然

法 [4]，最小二乘法 [5]和最大熵法 [6]，近期有研究者应用遗传算法来

估算上述 2 个参数 [7][8]。 由于简便易用，矩法是最为广泛使用的

方法。 瞬时单位线仅使用 n、K 两个参数表征流域对瞬时单位输

入的响应， 两个参数的微小变化会导致地面径流的计算值与观

测值之间的较大差异。 已有研究表明使用矩法估算的参数来模

拟地面径流的误差一般很大 [9]，因此需要对矩法初步估算的参数

值进行调整更新，以提高地面径流的模拟精度。

为提高地面径流的模拟精度，袁作新 [10]提出了 1 个更新瞬

时单位线参数的递归公式。 作者应用袁作新公式后发现，更新

后的瞬时单位线对地面径流的模拟精度的提高并不令人满意。

因此，本文提出了一个新的递归公式，与袁作新公式的应用效果

进行了对比，并讨论了产生模拟精度差异的原因。

2 瞬时单位线的基本概念

J.E. Nash 使用 n 个相同的线性水 库 来 进 行 流 域 汇 流 过 程

的计算，根据瞬时单位线的定义，可导出其数学方程：

u（0，t）= 1
KΓ（n）

t
K� �

n-1

e
- 1
K （1）

式中:u（0，t）为瞬时单位线，括号中的 0 表示降雨历时趋于 0；n
为线性水库的个数；Γ（n）为 n 的 Gamma 函数；K 为线性水库的

调蓄系数，具有时间的单位。

由于现有水文数据都是时段数据，而非连续观测数据，由式

（1）给出的瞬时单位线要先转化为时段单位线（TUH）才能应用。

时段单位线的转换采用 S 曲线法。 S 曲线是假设流域上有净雨

持续产生，且每一个时段净雨均为一个单位，在流域出口处形成

的流量过程线。 根据此定义，S 曲线可以写为：

S（t）=
t

0
乙u（0，t）dt=

t/K

0
乙 1
Γ（n）

t
K� �

n-1

e
- t
K d t

k
（2）

当 n、K 已知，以不同的 t 代入上式积分 ,就可得 到 S 曲 线。
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对地面径流过程线的 2 个特征值：洪峰流量和峰现时间，按模拟值与观测值之间的比来调整参数 n 和 K，以使调整后得到

的地面径流尽量接近观测值，调整的目标函数选取确定性系数（DC）和误差的均方值（MSE）。 将新递归公式和袁作新公式

应用于 2 个案例。 结果表明，新递归公式在提高地面径流模拟精度上要优于袁作新公式，对于案例 1，新递归公式能提高

模拟精度， 而袁作新公式则不能； 对于案例 2， 新递归公式提高模拟精度的幅度要高于袁作新公式，DC 值提高了 1.1%，

MSE 值降低了 14.2%。 分析原因认为较大的参数调整幅度可能跨越最优点，而新递归公式对参数的调整幅度小于袁作新

公式，从而使其能够找到最优点。应用本文的递归公式时，不宜调整次数过多，否则会降低地面径流模拟精度，对 2 个案例

的最优调整次数均为 2 次，产生此现象的原因是增加调整次数虽然可以提高对洪峰流量和峰现时间的模拟精度，但不一
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将 以 t=0 为 起 点 的 S（t）曲 线 向 后 平 移 一 个 Δt 时 段 ，即 可 得

S（t-Δt）曲线，两条 S 曲线的纵坐标差即为时段为 Δt 的无因次

时段单位线：

u（（Δt，t）=S（t）-S（t-Δt） （3）
式 （3） 代 表 Δt 时 段 内 流 域 上 净 雨 强 度 为 1 产 生 的 水 量

（Δt×1）在 出 口 断 面 形 成 的 地 面 径 流 过 程 线。 将 无 因 次 单 位 线

换算成时段为 Δt，净雨为 10mm 的时段单位线为：

q（（Δt，t）= 10F
3.6Δt u

（Δt，t）= 10F
3.6Δt S（t）-S（t-Δt� �） （4）

式中：q（Δt，t）为单位线的纵坐标，m3/s；Δt 为净雨时段长，h；F 为

流域面积，km2。

获得时段单位线后，即可使用卷积公式推求地面径流。

3 基于矩法的参数值初步估算

J.E. Nash 利用统计数学中矩的概念，推导出由实测净雨过

程 R（t）和出口断面地面径流过程 Q（t）确定式中参数 n、K 值的

公式为：

K0=
MQ

（2）
-M

（2）

R

M
（1）

Q -M
（1）

R

- M
（1）

Q +M
（1）

R
0 0 （5）

n0=
M

（1）

Q -M
（1）

R

K
（6）

式中：M
（1）

Q 、M
（2）

Q 分别为地面径流的一阶和二阶原点矩；M
（1）

R 、M
（2）

R

分别为地面净雨的一阶和二阶原点矩； 参数 n0、K0 的下标 0 表

示是对 n、K 参数数值的初步估算。 其中：

M
（1）

R =

m

j=1
ΣRj tj

m

j=1
ΣRj

（7）

M
（2）

R =

m

j=1
ΣRj （tj ）2

m

j=1
ΣRj

（8）

M
（1）

Q =

l

i=1
ΣQiTi

l

i=1
ΣQi

（9）

M
（2）

Q =

l

i=1
ΣQi （Ti ）

2

l

i=1
ΣQi

（10）

式 中 ：tj 为 净 雨 时 段 起 点 至 第 j 个 时 段 中 点 的 时 间 ，tj= j- 1
20 0

△t，j=1，2， …m； j 为净雨时段序号，m 为净雨时段总数；Ti 为地

面径流时段起点至第 i 时段的时间，Ti=i×△t，i=1，2， …l；i 为地

面径流时段序号，l 为地面径流时段总数。

4 递归公式的推导

由于瞬时单位线仅使用 n，K 两 个 参 数 表 征 流 域 对 瞬 时 单

位输入的响应， 两个参数的微小误差会导致地面径流的计算值

与观测值的较大差异。 因此如果使用由式（5）和式（6）估算的参

数进行地面径流模拟，误差一般较大，需要对参数进行调整，以

提高模拟精度。

观测地面径流过程的关键要素是洪峰流量（Qp 计）和峰现时

间（tp 计）。 因此，要提高对地面径流过程的模拟精度，关键在于提

高对洪峰流量和峰现时间的模拟精度。因此，可以通过反复比较

计算的 Qp 计和 tp 计与实测值（Qp 和 tp）之间的差异，不断对其进行

调整， 最后达到使地面径流的计算过程与观测过程尽可能吻合

的目的。 基于此思想， 基于递归公式的瞬时单位线参数值调整

流程如图 1 所示。

对于由式（5）和式（6）初步估算的参数值所确定的瞬时单位

线，实施卷积运算得到的地面径流的计算式为 [3]：

Q（t）= V
K0Γ（n0 ）

t
K0
0 0

n0 -1

e
- 1
K ，t＞0，V=

∞

0
乙Q（t）dt （11）

式中: V 为地面径流总量。

由式（11）所得的计算地面径流的峰现时间（tp，0）和洪峰流量

（Qp，0）可由以下两式计算获得：

dQ（t）
dt t=tp，0

=0 （12）
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Qp，0=Q（tp，0） （13）

式中：tp，0 和 Qp，0 的下标 0 表示是由初步估计的参数计算得到的

地 面 径 流 过 程 的 峰 现 时 间 和 洪 峰 流 量。 联 立 并 解 式 （11）、式

（12）、式（13）可得：

tp，0=（n0-1）K0 （14）

Qp，0 tp，0=
V（n0 -1）

n0e
（1-n0 ）

K0Γ（n0 ）
（15）

对于式（15）中的 Gamma 函数 Γ（n0 ），可以将其定义为非整

数的阶乘。 运用积分的知识，可以证明 Γ（n0）=（n0-1）Γ（n0-1）=（n0-

1）！。 对于（n0 -1）！ 的值，可以使用 Stirling 公式来近似求取，即：

Γ（n0 ）=（n0 -1）！ ≈ 2π（n0 -1）姨
n0 -1
e姨 姨

（n0 -1）

（16）

这个公式是 A. de Moiver[11]首先发现的，形式为：

N！ ≈C N姨 N
e姨 姨

N

（17）

式中：N 即为式（16）中的（n0 -1）；C 为常数。

A. de Moiver 并没有把式（17）中的 C 求出来，J. Stirling[12]则

证明了式 （17） 中的常数 C 为 2π姨 ， 因此式 （17） 被命名为

Stirling 公式。

将式（16）代入式（15），可得：

Qp，0 tp，0 =
V（n0 -1）

n0e
（1-n0 ）

K0 （n0 -1）！
≈ V（n0 -1）

n0e
（1-n0 ）

K0 2π（n0 -1）姨
n0 -1
e姨 姨

n0 -1

= V
2π

n0 -1姨
K0

（18）

设对 n0 和 K0 进行第一次调整之后的值为 n1 和 K1。 如上所

述，对 n0 和 K0 进行调整的目标，是使模拟的峰现时间和洪峰流

量与实测值相等。 如记实测的峰现时间和洪峰流量分别为 tp 和

Qp ，则 tp 和 Qp 可类比式（14）和式（18），由 n1 和 K1 表示为：

tp=（n1-1）K1 （19）

Qptp= V
2π

n1-1姨
K1

（20）

将式（14）和式（18）分别除以式（19）和式（20），得：

tp，0
tp

= （n0 -1）K0

（n1 -1）K1

（21）

Qp，0 tp，0
Qp tp

= K1

K0

n0 -1
n1 -1姨 （22）

整理后得到：

n1=1+（n0-1）
Qp

Qp，0
姨 姨

2
3 tp

tp，0
姨 姨

4
3

（23）

K1=
tp
tp，0

n0 -1
n1 -1
姨 姨K0 （24）

由上面经过调整计算出的 n、K 值 一 般 还 需 要 经 过 多 次 调

整，才能获得满意的结果。由于这种调整过程为反复应用式（23）
和式（24），为不失一般性，可将式（23）和式（24）写为递归公式：

nk+1=1+（nk-1）
Qp

Qp，k
姨 姨

2
3 tp

tp，k
姨 姨

4
3

（25）

Kk+1=
tp
tp，k

nk-1
nk+1 -1姨 姨Kk （26）

式中: k 为对参数的调整次数（注意与大写的线性水库的蓄泄系

数 K 区别），k=0，1，2，…，当 k 等于 0 时，n0 和 K0 为由矩法初步

估算的参数值，当 k 等于 1，2，…时，表示对参数值进行第 1，2…
等多次调整。

袁 作 新 [10]也 给 出 了 与 式（25）和 式 （26）类 似 的 参 数 调 整 公

式。 如将袁作新公式改写,以与本文符号统一，则其对 n 值的调

整公式可记为：

nk+1=1+（nk-1）
tp Qp

tp，kQp，k
姨 姨

2

（27）

袁作新公式中，对 K 值的调整公式 与 本 文 的 式（26）相 同。

由式（27）可见，式（27）与式（25）的区别在于等式右边的幂指数

不同。本文将同时应用式（25）和式（27），以比较它们的参数调整

效果。

应 用 式 （25）和 式 （26）进 行 参 数 调 整 ，其 效 果 用 确 定 性 系

数（DC）和 误 差 均 方 值（MSE）进 行 判 断。 DC 和 MSE 的 计 算 公

式如下[13][14]：

DC=1.0-

l

i=1
Σ（Q0，i-Qc，i ）

2

l

i=1
Σ（Q0，i-Q 0 ）

2
（28）

MSE= 1
l

l

i=1
Σ（Q0，i-Qc，i ）

2
（29）

式中：Q0，i 为第 i 时段观测地面径流，其中第 1 个下标表示观测；

Qc，i 为第 i 时段计算地面径流，其中第 1 个下标表示计算；l 含义

同前；Q0 为观测地面径流的均值。

5 递归公式的应用

5.1 数据

将 本 文 所 导 出 的 递 归 公 式 （25）、（26）和 袁 作 新 公 式 （27）
应 用 2 个 案 例 进 行 对 比 分 析 ，以 检 验 它 们 对 地 面 径 流 过 程 的

模 拟 效 果 。 案 例 1 所 使 用 的 数 据 来 自 文 献 [1]第 107 页 例 4-
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10，根 据 实 测 暴 雨 洪 水 资 料 推 求 净 雨 和 地 面 径 流 ，数 据 采 集

时 间 间 隔 为 3h，流 域 面 积 为349km2。 案 例 2 所 使 用 的 数 据 来

自 文 献 [10]第 180 页 例 7～3，为 旬 河 向 家 坪 站 1956 年 8 月 下

旬 的 一 次 暴 雨 洪 水 过 程 ，数 据 采 集 时 间 间 隔 为 3h，流 域 面 积

为 6 448km2。

5.2 案例 1：詹道江（2000）例 4-10
应用本文递归公式和袁作新公式于案例 1 所获得的参数值

（n，k）、确定系数（DC）、误差均方值（MSE）与单位线修正次数的

关系分别见图 2、图 3；应用本文递归公式和袁作新公式于案例

1 对瞬时单位线的修 正 效 果 及 地 面 径 流 模 拟 结 果 分 别 见 图 4、
图 5。

由图 2（b）可见，对使用矩法初步估算的瞬时单位线参数，

应用本文所给出的递归公式进行更新，最优调整次数为 2 次。在

前 2 次能提高瞬时单位线对地面径流的模拟精度， 即提高确定

性系数值和降低误差均方值；在 2 次更新以后，进一步的更新并

不能提高模拟精度，反而会降低模拟精度。

而图 3 表明，对于案例 1，应用袁作新公式实施对初始参数

的更新并不能提高对地面径流的模拟精度。 对图 5 的观察可以

发现，应用袁作新公式作第 1 次调整时，提高了对洪峰流量的模

拟精度，但显著降低了对地面径流过程退水段的模拟精度。

产生这一现象缘于本文所导出的递归公式（25）和袁作新公

式（27）中的幂指数的数值不同。 式（25）和式（27）中，nk+1 对 nk 的

调整幅度受
Qp

Qp，k

项的幂指数控制，式（25）的幂指数为 2/3，小于

式（27）的幂指数 2，这意味着式（25）对 n 值的调整幅度要小 于

式（27）的调整幅度。 小的调整幅度使瞬时单位线的模拟结果逐

渐逼近观测值，从而使式（25）能够辨识出最优 的 n，K 值；而 式

（27）由于对 n，K 值的调整幅度过大，第 1 次调整就已经超过了

n，K 的最优值，后续将处于过度调整状态，不能改进模拟结果，

反而使模拟结果处于持续恶化状态。 从图 2 和图 3 各自的（a）
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（b）子图也可以看到，式（25）对 n，K 值的调整平缓，而式（27）对

n，K 值的调整幅度很大。 在本案例中，基于矩法的对峰现时间 tp

的估计准确，与
tp
tp，k

有关的幂指数对 tp 的调整没有起作用，见图

4（c）和图 5（c）。
5.3 案例 2：袁作新（1990）例 7-3

应用本文递归公式和袁作新公式于案例 2 所获得的参数值

（n，k）、确定系数（DC）、误差均方值（MSE）与单位线修正次数的

关系分别见图 6、图 7；应用本文递归公式和袁作新公式于案例

2 对瞬时单位线的修正效果及地面径流模拟结果分别见图 8、图

9。在本案例中，应用本文的递归公式仍然能够实现渐近调整（见

图 6（a）（b）），最优调整次数为 2（见图 6（b））。 应用袁作新公式

的最优调整次数为 1 次（见图 7（b））。 对比图 6（b）和图 7（b），应

用袁作新公式能获得的最好模拟精度（0.9296）要稍低于本文的

递归公式的最好模拟精度（0.9396）。
应用 2 种方法估算的瞬时单位线参数值及地面径流模拟精

度值如表 1。 分析表 1 及图 2～图 9 可以看出，精度提高的主要

原因是对地面径流全过程线的模拟精度的提高， 而不仅仅是对

峰值模拟精度的提高。 这一点在对案例 2 的应用结果中最为明

显。 由表 1 可见，对于案例 2，应用袁作新和本文公式各调整 1
和 2 次后分别得到最佳模拟结果。 从图 9 可见， 应用袁作新公

式得到最佳模拟结果的原因是峰值的计算值与观测值吻合，而

过程线的其余部分差别较大。 而从图 8 可见， 当应用本文公式

时，调整 2 次得到最佳模拟结果，但此时峰值的计算值与观测值

之间的差距仍然较大。而与图 9 相比，地面径流过程线的其余部

分则相对更为接近。

这一观察也可以从表 1 的数据中得到验证： 与对 DC 值的

改进幅度相比， 本文公式对 MSE 值的改 进幅度更大， 分别为
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最优 n 值 最大 DC 值

案例 1

袁作新 * 1.4504 0.9869

本文公式 1.9825 0.9396

改进幅度（%） -6.7 1.1

最小 MSE 值

985.3884

46318

-14.2

最优 K 值（h）

5.6758

6.6928

14.5

最优调整次数

0

2

本文公式 1.5102 0.9894797.00675.0106 2

改进幅度（%） 4.1 -11.7 -19.1 0.3

案例 2

袁作新 2.1247 5.8466 1 54006 0.9296

表 1 应用2种方法估算的瞬时单位线参数值及地面径流模拟精度值

Table 1 The estimated IUH parameter values and the surface runoff simulation accuracies by applying the 2 method

* 由于袁作新公式应用于案例 1 时，并不能提高对地面径流的模拟精度，故此处实际是调整前的模拟精度。
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19.1%和 14.2%，而 DC 值只分别被改进了 0.3%和 1.1％。 这显

然是由于与 DC 值相比，MSE 对整个过程的整体改进更为敏感

所致。

6 结语

在应用瞬时单位线计算地面径流时，传统上使用矩法估计

瞬时单位线的参数值。 应用基于矩法的瞬时单位线时，所计算

的地面径流值一般 存 在 较 大 的 误 差， 因 而 需 要 对 参 数 值 进 行

更新。

本文推导了一个用于瞬时单位线参数值更新的递归公式，

应用于对 2 个案例计 算， 并 与 袁 作 新 公 式 的 应 用 效 果 进 行 比

较。 结果表明：本文的递归公式能够有效地辨识出最优参数值，

并且对地面径流的模拟精度要高于袁作新公式。 对于案例 1，
应用袁作新公式更新参数并不能提高地面径流的模拟精度（相

对矩法初估的参数值），应用本文的递归公式则能分别提高 DC
值 0.3%，和 降 低 MSE 值 19.1%；对 于 案 例 2，应 用 本 文 的 递 归

公式能相对应用袁作新公式提高 DC 值 1.1%， 和降低 MSE 值

14.2%。

分析原因认为， 本文所推导出的递归公式对参数值的更新

幅度要较袁作新公式小， 能够通过小幅调整逐步逼近最优参数

值，因而效果更好，精度更高。
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Derivation and Appropriate Application of a Recursive Equation for Parameter Updating of the

Instantaneous Unit Hydrograph

DONG Xiao-hua， LIU Ji， DENG Xia， BO Hui-juan
（College of Hydraulic and Environmental Engineering， China Three Gorges University， Yichang 443002， China）

Abstract： Instantaneous unit hydrograph is the outflow from the instantaneous application of unit net rainfall over the catchment.
The IUH is widely used for surface runoff simulation by using net rainfall as input. The IUH consists of 2 parameters, n and K,
the determination of which is normally made by using the moment method. It was found in previous researches that the calculated
surface runoffs based on the parameters from the moment method did not fit the observed ones well, an updating of the parameters
is necessary. Therefore, the aim of this study is to firstly derive a recursive equation for parameter updating of the IUHs, and
secondly investigate the appropriate number of updating times for applying the derived equation. As the most important
characteristics of the surface runoff hydrographs are the peak discharge （Qp） and the time of the rising limb （of the surface
hydrograph） to reach the peak （tp）， the recursive equation was deduced by adjusting the calculated Qp and tp repeatedly so as to
try to be equal to the observed Qp and tp. When applying the deduced recursive equation, it was found that the number of
updating times should be appropriate， for too many number of updating times will deteriorate the performance of the IUH for
simulating the surface runoffs. 2 flooding events were used for testing the recursive equation derived in this study. The results show
that the appropriate number of updating times for both 2 flooding events are 2. After that number of updating times, the
deterministic coefficient （DC） and mean squares error（MSE） between the calculated and observed surface runoffs will no longer be
improved. The reason of the existence of this appropriate updating number is that, the updating targets: the Qp and tp， are actually
indicating partial characterization of the surface runoffs. A precise convergence of the calculated Qp and tp to observed ones does
not necessarily guarantee a monotonic improvement of the simulation for the overall course of the surface runoffs, which is indicated
by the DC and the MSE. This indicates a lack of parameterization of the IUH, an increase of the number of parameters of the
IUH may improve its performance on surface runoff simulation.
Key words： instantaneous unit hydrograph； parameter updating； recursive equation
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